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X-3. 
1. INTRODUZIONE 


In questo seminario esporrò alcuni risultati, ottenuti in collabora- 
zione con A. Venni, sulla regolarità massimale per soluzioni del problema di 


Cauchy in uno spazio di Banach complesso E 
u'(t) = Gu(t) + f(t) 
u(0) = 0 


sotto ipotesi che consentano lo studio di un problema di valori iniziali e al 


contorno per una equazione parabolica in spazi di Sobolev. 


Lo studio di (1) può essere fatto, per esempio, tramite la teoria dei 
semigruppi (analitici nel caso di equazioni paraboliche) o mediante risultati 
sulla somma di operatori chiusi (vedi tra l'altro [DPG] e [DV1]). 

In ogni caso una ipotesi essenziale è che G, operatore lineare chiuso 
nello spazio E, abbia risolvente che contiene un opportuno sottoinsieme illimita- 
to di C e che l'operatore risolvente (a-6)] abbia norma che decresce all'infini- 
to come pa su tale sottoinsieme. 

La ipotesi che Gabbia dominio denso, necessaria alla teoria classica 
dei semigruppi, non è invece essenziale, almeno nel caso di semigruppi analitici. 
Tuttavia se G è la realizzazione in WAP (0) (2 aperto strettamente contenuto in 
R", con frontiera abbastanza regolare) di un operatore ellittico con dati al bor 
do nulli, allora si ha la decrescenza richiesta del risolvente solo per k picco- 


lo (k=0 per il problema di Dirichlet, k = 0,1 per Neumann). 


Stime sul comportamento all'infinito del risolvente in uÉ>P possono es 
sere ottenute facilmente nel caso, semplice ma significativo, del problema di Di 


richlet per l'operatore di Laplace nel semispazio Ri. 


X-4. 


Sia quindi kEN, pell,to[, 

3: k+2,p n °1,p,pM k,p,pN 
D(G)=U (R.)OW (R.) G:2(G) + W (R.) tale che Gu = Au. 
1 
|. 


Fissiamo \ep(G). Sia C = [(x-G)" Sia fe wS>P(R") e us= (1-6), cioè u 


soluzione di 


Ui pn 
ori. 


Scelto te R', per xeRi poniamo = v(x) = u(tx) , g(x) = tetta). 


Questo significa che v è soluzione di 
2 i 
tv - 4V= g in R 


di ea 0 
9Ri 
cioè v = (tao) e tà Ep(G). 
Inoltre se t=1 si ha, indicando con 1D) gl la somma delle norme delle 


derivate parziali di ordine j della funzione è : 


a, SELE 
by, * I PA =) t Piu s 


j=0 iP j=0 LR 
k3 k-î 
st u sCt f = 
I. Lp Mg 
bp È caino 6 -24-i pi 
= Ct Lt Ig = CL t Dal, 


Perciò, posto s = #, si ha 


X-5. 


j=0 wi>P 


Tale stima non è la migliore possibile,in questo vari addendi possono essere omes 


si, ma è comunque utile per avere una idea del comportamento del risolvente. 


Nel seguito illustrerò come costruire una teoria che consenta di otte- 
nere risultati per il problema (1) nel caso in cui il risolvente di G si comporti 


nel modo sopra descritto. 


Per la precisione il problema (1) può essere ridotto a un problema del 
tipo 


(3) (A+ B)u = f 
in un opportuno spazio X di funzioni a valori nello spazio di Banach E, ponendo 
(A) = {ueX : Wt ult) e 2(G), Gu(t) e X} 
A:2 (A) + X tale che  (Au)(t) = Gu(t) 
2(B) = {ueX : u'e Xx, ul(0) = 0} 
B:2(B) + X tale che Bu = -u' 


I] problema (3) verrà studiato in una opportuna "scala finita" di spazi XX 1 
facendo ipotesi che da un lato garantiscano la applicabilità di risultati noti 
sulla somma di operatori,se si lavora nel più grande degli spazi, e d'altra par 
te siano soddisfatte da operatori che si comportano come in (2). 

Questo consentirà di avere esistenza e unicità di soluzioni di (3) 
nello spazio più grande, riducendo così il problema a dimostrare che la soluzione 


appartiene allo spazio più piccolo. 


X-6, 


2. REGOLARITA' IN SPAZI DI INTERPOLAZIONE 


In questo paragrafo verrà esposta una estensione dei risultati di Da 
Prato e Grisvard nel caso parabolico commutativo ([DPG] $ 3.2). 


Per Oskgn sia Xx uno spazio di Banach complesso con Kb immerso con 


continuità in XK 
Siano A: 2 (A) + x , B:2(B) + x operatori lineari con dominio conte 


nuto in Ko Le ipotesi su A e B che verranno utilizzate sono le seguenti: 


H1) Il risolvente di A în xo contiene 


£, = {o a! 


-l -l 
A : p20, 0ps$s21-0,} e su 3, vale I(A-A) gx) sC(1+|x|) 


H2) Il risolvente di B in x contiene 


E = {o e'°: p20, 0, sés2r-0,} e su s, vale I(a-8) 5] < c(1+|x) 7} 
B B B B 
Lx) 
lo) 
H3) e, + 6g <om 
#1 -1 
H4) Per Xep(A) e uep(B) , (A-A) © commuta con (u-B) 
H5) Per k = 1,2...N x, è invariante per 
(1-8) Te su x, vale {(2-8) 7} < c(1+]x |) 
B L,) n 
H6) Per j,k interi tali che Osisksn esiste una funzione RL ;i + LX) 
olomorfa su un aperto = contenente DI e tale che Wie E vet, 


i 3 
(a-A) x = YU RIG (n)x 
i 


H7) Esistono a_,0,,..,a eR con 
o° 1 n 


0 = a Ka, <...Xa_ tali che WAEE 
ol n 


-lta,-0,, 


H8) Indicata con Bj la parte di B in x; VaE E, YVuep(B) R (1) (u-B;) = 


_ si 
= (u-By) Ri j0) 


Le ipotesi H1-H4 sono essenzialmente le ipotesi di [DPG] $ 3.2 e da 


esse segue: 


Teorema 1. ([DPG] teor. 3.11). L'equazione (A+B)u = x ha al più una 


soluzione Sx in XK con 


= IT 1148) rd 


È 


essendo T la curva composta da due semirette uscenti dall'origine passanti per 


+ 
ph (0, <4<m- 0g)» orientata per parte immaginaria crescente. 


Se inoltre x appartiene allo spazio di interpolazione reale UG: AB) p 
(6€]0,1[, pe[1,+]) allora esiste la soluzione Sx in B(A)M Q(B) e ASX e 
BSX appartengono allo stesso spazio di interpolazione. 
L'unicità della soluzione segue dal fatto che se u e DA) N P(B) allo 
ra S(A+B)u = u, cioè (A+B)u = x > us Sx. 
Tale fatto si ottiene facilmente utilizzando la teoria dei residui. 


Per avere esistenza è necessario che Sx eB(A)ND(B). 


si 


La funzione che a X associa (1-A) B(2+8) "x in generale decresce come pay allo 


infinito, ma se x appartiene a uno spazio di interpolazione reale (X,2 (B )} 


allora 18048) x] decresce come |x|7® e allora l'integrale 


- -1 
fan 18(148) x dx 
Tr 
converge, quindi Sx e2(B) e BSx coincide con l'integrale scritto sopra. Riscri 
vendo Sx in modo opportuno si ottiene anche che esso appartiene a 2(A) e quindi 


Sx è soluzione. 


X-8. 
\ o ai 
Infine per tER si ha 


8 
t°8(t+8)7 Bsx = t°(1-t(t+8)"1)gsx = + sa Sanese) di + 
T 


+7 fon tB (t+8) 7 (48) lx da = 
TI r 


8 
= S a-a sas) di + 
TI È 


+7 J arti 8148) k di - 


2ri i t- 
8 
eli 2 0-07 = 
a fa (A-A) © B(A+B) x di 
Tr 

- i (0 x(-A) x B(248) 3, dI 

2ri r x ti 1 

»\ 


Visto che xe(X,>2(8)), 6 la funzione 


p> pe !* (pei 9-1)! pî e' B(pe'%8)"îx 
sia RIPA ca E dp di È) -l G ; 
ha norma in L" rispetto alla misura È e quindi t + t B(B+t) © BSx è essenzial 
+ 
mente la convoluzione moltiplicativa su R di una funzione Li e una LP, quindi è 


one cate 
in L”, cioè BSx E (X,:9(8)) gp è 


Infine essendo ASx=x-BSx anche ASX € (X_32(B)) e si ha la regolari 


0, p 
tà massimale. 


Tornando alle ipotesi fatte su A e B osserviamo che H6-H7 prendono il 


X-9. 


posto delle stime del tipo (2) che non sono sufficienti per sviluppare la teoria 
H6 e H7 sono evidentemente ipotesi più forti della semplice richiesta 


di una stima come (2). 


Vedremo comunque come in un caso significativo la decomposizione del 
risolvente di A richiesta in H6-H7 si ottenga facilmente. 


Nel seguito dato seR* indicheremo con 2(B; 39,p) lo spazio di inter- 
polazione (X j DBÎ I, con meN m>o. 
î 


Tale spazio non dipende da m e se @ non è intero coincide con 


[0] [0]+1 
(285°), 20859141) lo], 


e può essere caratterizzato come lo spazio degli xe D(81°)) tali che la funzio 


net+t 0" t0]| Bj (t48, via t800,] appartiene allo spazio Là rispetto alla misura 


dt/t su R (vedi n; es. mm s 1.14). 


Si può allora dimostrare il seguente risultato di regolarità massima] 
in spazi di interpolazione. 


Teorema 2 ([DV2]). Supposte soddisfatte H1-H8, siano pell,t©] e 
0€R' tali che 


0 + a a;é Z per Osjsgn 
Poniamo 


n 
N (B. ; 0ta -0.,p) 
j=0 J n_J 


Allora WxEY l'equazione (A+B)u = x ha una unica soluzione SKx€EY e inoltre 


Asx EY, BSx E Y. 
L'esistenza in X%o e unicità della soluzione sono conseguenza immediata 


del teorema 1. Tale teorema assicura inoltre che 


2ri 


Se n=0 allora Y =9(B;8,p). Se 0<1 il teorema 1 consente di concludere che si ha 
regolarità massimale in Y. Sfruttando il fatto che B commuta con S si può ricava- 


re la regolarità massimale anche nel caso 6>1. 

Vediamo ora come si passa ad n=1. Si avrà in questo caso 
. n . + A 
39,p) AGILE osp) 


Evidentemente Y C (Beto ) e quindi in base a ciò che si è già dimostrato se 


Db 
xEY allora ASx e BSx appartengono a D(B_39+0 sp). Resta allora da provare che 
ASx e BSx appartengono a 9(B50.p). Supponiamo 6<1. 

Sfruttiamo la decomposizione di (a) come segue. 


Anzitutto si ha 


Sx sa 37 J (a-A)72(148) (148) (248) x dà = 
T 
ie fan 2 (148) (248) x da + 
2ri n 1-1 
cn | ct A — E: 
+ Dri | (A-A) ce (1+B)(1+B) “x di 


A) 


Il 
|: 
Se 

o 


1 -l 
ni (1+B)(X+B) “xd 


X-11. 
Se x E D (8*) si può ripetere il procedimento fino ad ottenere 


Sk = 7 fa o (148) (248)7x da 
dadi (141) 


Questo consente di scrivere Sx anche come integrale nello spazio X in cui (a-A)} 


non ha una buona decrescenza; in particolare se 
EYC9D + Cc [8ta,] 
xe Y (8020 os) 2(B, ) 


(visto che [0+a]<@+a,) utilizzando la formula precedente si prova che 


1 - 
g "eg fia oto Cn (1487 °)x da - 


Utilizzando questa espressione di Sx con metodi simili a quelli della dimostra- 
zione del teorema 1 si ottiene che BSx e2(B,:9,p). 
I] caso 8>1 si ricava facilmente da ciò che si è appena provato. 
Infine ASx = x-BSx e quindi anche ASx e Q(B,50,p). 


Il caso n arbitrario viene provato per induzione in modo simile a 


quanto visto sinora. 


3. APPLICAZIONI 


x X Ù E P -1,. 3 
Vediamo ora un caso in cui il risolvente (x-A)* di un operatore li 


neare A può essere decomposto in modo da soddisfare H6-H8. 


Siano X,Z spazi di Banach complessi con Z immerso con continuità in 


X-12. 


X. Sia A un operatore chiuso in X che soddisfi Hl. Sia neN tale che DA) con 


la norma del grafico, cioè |x| E |A xl > è immerso con continuità in Z. 
D(A 


Per j = 0,1,...,n sia 6; = {xE X: nÎ"x ez} e su tale spazio definia 


mo 
= jai?" + 
bd; = "1, + Bd, 


Si prova facilmente che X. è uno spazio di Banach, che X._,G X. e X_ = X,X =Z. 
J JT1 j (o) n 


Se Ae p(A) allora per 0<ksgn è 
-1 ei si LL el di 
(a-A)T = = DU AT AT + AAT 2A) 
j=1 


cosa che può facilmente essere dimostrata applicando \-A a entrambi i membri del 


la uguaglianza. 


Ponendo allora R, 00) = Pai Baila (9 Va R, x(2)=0 e per 1sj<k 
; è i k i 
RL 508) = ati a ottiene (A) = >” Rx 40) e si può dimostrare che 
9° j=0 9° 
sono soddisfatte H6 e H7 con apt k + Questo consente di ottenere dal teorema 2 


Teorema 3. ([DV2]). Siano X,Z spazi di Banach complessi con ZG X. 
Siano A e B operatori lineari chiusi in X. 

Supponiamo che A e B soddisfino H1-H4 nello spazio X, che 
D(A°)g Z e che IL sia invariante per il risolvente di B con p(u-8) HH 


-1 + L(2) 
< C(1+Jul) . Sia pe[1,+t©] e GER \N. 


Poniamo 
Y={x e 2(B;etn,p): atx € 2(B, ;9+k,p) per k= 0,1,...,n-1} 


Allora Yx€Y l'equazione (A+B)u = x ha una unica soluzione Sx € Y e inoltre 


ASKEY e BSx EY. 

Questo teorema può essere applicato a un problema di valori iniziali 
e al contorno per l'equazione del calore come segue. 

Sia 9 un aperto limitato di R" con frontiera C° e siano i<p<o, te R'. 


Poniamo 
x= LP(0,T; LP(9)) 


= LP(0,T342"*P(q)) 


N 
[] 


D(A) = tue LP(0,t;4*P(0)): 0} 


Ul Fo,TIxa0 bi 


A:2(A)>X tale che  (Au)(t) = -Au(t) 
D(8) = tueWP(o,T;LP()): u(0) = 07 
B:2(B)+X tale che Bu = u'. 


I] teorema 3 può essere applicato nella presente situazione. 


Lo spazio Y, se 0€]O,l[, 0 # . risultato essere uguale a 
+ - 
@ì Wo KsP(o,t:420" K):P(g)) dove "ti è lo spazio delle funzioni ue Wth»P 


con tutte le tracce che esistono nulle in 0. 

D'altra parte utilizzando un risultato di Grisvard sulla commutativit 
dei funtori di interpolazione reale e complesso ([G] teor. 4.1) si prova che se 
O<k<n allora WOFESP (0, T;42 (MEP (0)) è di interpolazione tra 


UO *PCO,T;H">P(0)) e WO*P:P(0,T;LP(0)) e quindi contiene la intersezione dei due 


Risulta quindi 


Y = WE P(O,T;HÉ">P(0)) n WET>P(0,T;1(0)) 


X-14, 
In conclusione si ha quindi: 
Teorema 4. Sia neN, 8€]0,1[, 0 # 1/p. Poniamo 


de WO>P(O,T:4®">P(a)) We*>P(0,T3LP(0)) 


Allora YfeY il problema 


QU i 

# Su + fin [0,T} xa 
u(0,x) = 0 xEN 

u(t,x) = 0 (t,x) E[O,T] x 99 


t n ò d 
ha una e una sola soluzione u in Y ed inoltre midi A4UE Y. 


Prendendo invece Z u">P(o,tT;LP(0)) e scambiando il ruolo degli operatori A e B 


si ha: 


Teorema 5. Sia n € N, 06€]O,1[, 0 # 3, 0 # si Poniamo 


Y= LP(0,T, uStEO+P(a))aw"*P(0,T; Wî®*P(0)) 


; FUN a ; ; 2 
{dove lo zero al piede indica che se esiste la traccia su 392 di u,4u,4 u,... allo 
ra essa è nulla). 


Allora WfeY il problema 


“U 
D 
c 
# 
TS 
ali 
pr} 

[eni 
(<>) 
v 
21 

ne 
x 
Fo) 


XE N 


Z 
n 
(| 

w 
x 
n 
il 
(<») 


ult,x) = 0 (t.,x) e [0,T] x 99 


n n ; d 
ha una e una sola soluzione u in Y ed inoltre "7 E Y, AUEY, 


4. REGOLARITA' IN SPAZI r-CONVESSI 
SLSLLANIIA IN SFAZI E-UONVESSI 
Ciò che verrà ora esposto è conseguenza di 
Teorema 6. ([DV1] teor. 2.1). Sia X uno spazio di Banach comples- 
SO t- convesso. 


Siano A,B operatori lineari chiusi in X tali che 


I) VLE]-=,0] teo(A) e I(t-A)TH s (+e)?! 


IA 


VtE]-2,0] teo(B) e Lct-8) 7 s ci+ft)7! 


IA 


II) Wieop(A) Wwuep(B) (aa) commuta con {n-8)"} 


II) Vee 44 è g°° sono operatori limitati e 1A! GC 


eg] 
e 


oglsl 


< Ce con 6 top 


is 
A 


|B 
Allora  A+B è chiuso e invertibile e quindi a(a+8) 7! e B(A+B) sono limitati. 


Per ciò che riguarda gli spazi c-convessi vedi [V] o la bibliografia 
di [DV1]. 
Ricordiamo comunque che gli spazi LP 0 uÉ>P » per l<p<e sono g-conves 


si. 


Teorema 7. Sia X uno spazio di Banach complesso e t-convesso. 
Siano A e B operatori in X che soddisfino le ipotesi del teorema 6. 


Sia ZG X invariante per il risolvente di B e tale che D(A°)g La 


Poniamo 


k 


Y= {xe D(8"): AT xe D(85) per K = 0,1...n-1} 


Allora Wx€Y l'equazione (A+B)u = x ha una unica soluzione Sx eY e inoltre 


ASKXEY, BSxE Y. 


Per dimostrare questo teorema occorre anzitutto osservare, che visto 
che Z è invariante per il risolvente di B la condizione Pau e D(BÎ) equivale 


k 


a Nxe (88) e pahez, quindi 


Y= txe9(8") : Btatkez per k=0,1,...,n-1} 


; i : ; A ° -1 
La equazione ha una unica soluzione in X per il teorema 6 e essa sarà (A+B) “x. 


Dimostriamo che dato xe Y allora B(A+B) lxev. 


Visto che Yc2(8") e che 8" commuta con 8(A+B) 1x si ha B(A+#8) "x e 


2(8"). pot Al-""8(A+8) Lx - al" a48)"1eNx, ma (A+8) 7! ha codominio contenuto 


in 2(A) e quindi Al" (a+8) xe da) ez cioa 8" al-"g(a+8) lxez. 


Tenuto conto che 


=1 -l 


B(A+B) x = pax BAI B(A+B) “x 


si ha 


-1,nN 


né gio - Al" (148) Il 


-1 n-1,1-n 
x 


B B(A+B) “x = BUA 


e il primo addendo è in Z per ipotesi, il secondo come prima perché contenuto 


in D(A°), dunque 


ph? a°-M g(a+B) 1 xez. 


X=1 


kack B(A+B) lxez per k= 0,1,...,n-1 


x€ Y. Essendo A(A+B) Lx =% B(A+8) Lx anche A(A+8) lxe Y. 


Proseguendo si ottiene B 
e quindi 8(a+8) 71 
Questo teorema può essere applicato all'equazione del calore vedi 
‘ [DV1] $ 3) e consente di ottenere i risultati dei teoremi 4 e 5 con 0 = 0. 


Si avrà quindi regolarità massimale in 


LP CO,T:HE"*P(A)) AMM. (0,7; LP(0)) 


LP CO,TME"*P(2)) MW" P(O,T, LP(Q)) 


e perciò anche nella somma dei due spazi che è costituita dalle funzioni f appa 
tenenti a 


LPCO,T; N°">P(A MW" PO, TL. (0) 


L 
tali che se n a"f ha traccia in {0} x 29 allora tale traccia è 0. 
dt 


Le condizioni su f così ottenute sono più forti delle condizioni di 
compatibilità necessarie per la esistenza di una soluzione del problema di con- 
dizioni iniziali e al contorno (vedi p. es. [S]). Si può però dimostrare che 
dal fatto che f soddisfa le condizioni necessarie non segue che Au le soddisfa. 

Non si può quindi avere regolarità massimale nello spazio delle fun 
zioni LP(o,T3WÉ"*P(a)) W"*P(o,tT;LP(0)) che soddisfano le sole condizioni di 
compatibilità. 
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